Formulaire Théorie de I'Information™

1 Notations

Soient X et Y deux Variables Aléatoires (VA) prenant pour valeurs respectives x1, ..., Z;, ..., Ty
et y1,...,Yj, ..., Ys. On simplifie la notation P(“X = x;”) par P(x;), de distribution de proba-
bilité (ddp) p. On note (X,Y’) leur VA jointe. De méme (z;,y;) représente l'intersection des
deux événements. On note (z;|y;) I'événement z; conditionné par y;. On note X la séquence
X1,..., Xy, ..., Xy de N variables aléatoires. Le log est en base 2, I'unité est le logon ou bit.

2 Probabilités

P(z; Uy;) = P(xi) + P(y;) — P(wi,y;)
Déf. : deux événements x; et y; sont incompatibles (disjoints) ssi P(z; Uy;) = P(x;) + P(y;).
Déf. : P(xi,y;) = P(X3).P(yjlzi) = P(y;)-P(w:]y;).-

- . Plady) _ Plyjle)
Dot la formule de Bayes : =57 52 = —55

Déf. : les événements x; y; sont indépendants ssi P(z;,y;) = P(z;).P(y;).
Déf. : les variables aléatoires X Y sont indépendantes ssi :
Vie{l,...,r}Vje{l,...,s} w; et y; sont indépendants.

3 Incertitude h

h(z;) = log% = —logP(x;)

h(xi, yj) = h(@i) + h(yjlei) = h(y;) + h(zi]y;)

Cor. : Si z; et y; sont indépendants alors h(z;,y;) = h(z;) + h(y;).
0 < h(x;) <400

4 Entropie H (incertitude moyenne)

H(X) = S, Palogpis = — Sy Pleo)logP(s) = Sy Plas) hia)
H(X,Y) = (Y X)
H(X7 ) z:l Zj‘:l P(:I;Za yj)lOgP(CEh yj)
H(X)Y)= (X)—I—H(Y)—I(X;Y)
H(X,Y)=H(X)+ H(Y[|X)=H(Y)+ H(XY)

X et Y sont indépendantes ssi H(X) = H(X|Y) (alors H(X,Y) = H(X) + H(Y)).

L’entropie est maximale lorsque la ddp est uniforme (systéme aléatoire), elle égale alors
log(nombre d’événements possibles=cardinal de 'alphabet).

0 < H(g(X))*x < H(X) <log(r), (*) égalité si la fonction g est inversible.

0<HX|Y)<HX)<HX,)YY)<HX)+H(Y) <log(rx*s)

Regle de la chaine : H(XN) = YN | H(X,|X")

*Univ. Sud Toulon-Var, H. Glotin



5 Entropie relative (ou divergence de Kullback-Leibler)

N

La divergence (cross-entropy) des 2 ddp p g est : 0 < divK L(p||lq) = >, p(;v).log% < oo

~

Prop. : asymétrique. divK L(p||q) = 0 ssi p = q.
divKL(p(X,Y)|lq(X,Y)) = divK L(p(Y)l|¢(X)) + divK L(p(X|Y)||q(X]Y)).
I(X;Y) = divKL(p(X,Y)||(p(X) * p(Y)))

DKL(p,q) = divKL(p||lq) + divKL(q|lp) = >.(p — q).log(p/q) est symétrique mais est
nommée a tord distance car DK L(p,r) # DK L(p,q) + DK L(q,r).

Le pouvoir discriminant d’une dimension A suivant le critere de '"Maximal Marginal Diversity’
peut s’écrire pour K classes : J(A) = >, p(k).DK L(pdf (k), pdf (moy)), avec moy le centroide
des K classes dans dim A.

6 Information mutuelle ;

Z(XHY]) = iX;—Y; = Z.Yj_’Xi :1 Z(Y],XZ) 1 1
i(X,Y;) = logprey — logpreyyy = legprvy — 109
X; et Y; sont indépendants ssi i(X;;Y;) = 0.

—00 <i(X,Y) < +oo.

7 Information mutuelle (moyenne) [/

= I(Y; X).

=HX)+H(Y)-H(X,)Y).
=H(X)-HX|Y)=H(Y)-H(Y|X).
I(X:Y) = Yy Y5y P(X, Y;) log 50y 5

X et Y sont indépendantes ssi I(X;Y) = 0.
0<I(X;Y)<min(H(X),H(Y)).
0<I(X;Y)<I(X;Y,Z) ou Z est une VA quelconque.
Déf. : 0 < I(X;Y|Z) = H(X|Z) — H(X|(Y, Z))

Regle de la chaine : I(XN;Y) = SN | I(X,; Y|X" 1)

I(X;Y) = divK L(p(X,Y)||p(X), q(Y)).

I(X;Y
I(X;Y
I(X;Y

— — — ~—

8 Distance entropique

Dp(X,Y)=H(X,Y)—I(X;Y) est nommée distance entropique.
En effet Dy symétrique, 0 < Dy, =0si X =Y, D(X,Z) < D(X,Y)+ D(Y, Z).
9 Information mutuelle dirigée

L’information mutuelle directe d’une séquence de variables aléatoires XV vers YV est :
I(XN—>vN) =N [(X™Y,|y" ).

0<I(XN->YN)<1(XV;YN).



